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Resumo

Este artigo apresenta uma proposta de modelagem matematica através de uma pratica de diluicio continua
monitorada por espectrofotometria visivel com objetivo de motivar o ensino de equacdes diferenciais para alunos de
quimica. Inicialmente fazemos uma introducio justificando a escolha do tema, em seguida apresentamos o modelo
matematico escolhido, que sdo as equag¢des diferenciais ordinarias de primeira ordem lineares, descrevemos as etapas
para a modelagem e finalizamos o trabalho com as conclusoes.
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Abstract

This paper presents a proposal of mathematical modelling through a practice of continuous dilution monitored by
visible spectrophotometric in order to motivate the teaching of differential equations for students of chemistry.
Initially we do an introduction justifying the choice of theme, then introducing the mathematical model chosen,
which are the ordinary differential equations of first order linear, describe the steps for modelling and finish the work
with the conclusions.
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Introdugiao

Muitos problemas do nosso cotidiano podem ser propostos como problemas de
modelagem matematica, isto é, tentar entender o comportamento da natureza por meio de teorias
adequadas, com o objetivo principal de tomar decisdes. A modelagem matematica, arte de
expressar por intermédio de linguagem matematica situagdes-problema de nosso meio, ¢ tao
antiga quanto a propria Matematica. Essa expressio, em seu conceito moderno, surgiu durante o
Renascimento, quando se construfram as primeiras ideias da Fisica apresentadas segundo um
ponto de vista matematico. Hoje, a modelagem matematica constitui um ramo préprio da

Matematica, com aplicagdes em varias areas do conhecimento.

Quando se procura fazer inferéncias a partir de uma porg¢ao da realidade, na tentativa de
explicar, de entender, ou de agir sobre ela, o procedimento usual ¢é selecionar a ferramenta, isto ¢,
o modelo ideal através do qual o sistema sera representado. Bassanezi (2010), rassalta que quando
analisamos um fato ou uma situagao real cientificamente, isto é, com o proposito de substituir a
visao ingénua desta realidade por uma postura critica e mais abrangente, deve-se procurar uma
linguagem adequada que facilite e racionalize o pensamento. Desta forma, o modelo escolhido
para o desenvolvimento da presente proposta sio as equagdes diferenciais ordinarias.Ele ressalta

ainda que:

O objetivo fundamental do uso de matematica é de fato extrair a parte essencial
da situacdo-problema e formaliza-la em um contexto abstrato onde o
pensamento possa ser absorvido com uma extraordiniria economia de
linguagem. Desta forma, a matematica pode ser vista como um instrumento
intelectual capaz de sintetizar ideias concebidas em situa¢des empiricas que
estdo quase sempre camufladas num emaranhado de varidveis de menor
importancia. (p.18).

Modelos matematicos, em termos de equagOes diferenciais sio adequados quando as
situacdes modeladas envolvem variaveis continuas’ evoluindo em relacdio a outras variaveis
continuas. Essas equagdes permitem, muitas vezes, que se facam previsdes sobre o
comportamento do processo em circunstancias diversas, principalmente quando o processo for

de contexto experimental.

A partir dessas colocagdes acerca de modelos matematicos, entendemos ser de
fundamental importancia sua aplicagdo em outras areas de conhecimento. Como enfatizam os

Parametros Curriculares Nacionais, a matematica, que ocupa uma posicao singular devido a sua

4 , . . . . . , . .
Varavel é a caracteristica de interesse que é medida em cada elemento da amostra, e serd continua se puder assumir
(teoricamente) qualquer valor dentro de um intervalo real.
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universalidade de quantificagdo e expressao, atua de maneira insubistituivel em todas as atividades

da vida contemporanea.

Nesse sentido, pretendemos entrelagar conceitos de quimica e matematica com a aplicagao
de equagdes diferenciais ordinarias, a partir da seguinte inquietagao: Ao nos depararmos com um
exemplo resolvido em um livro didatico, em alguns casos, nos perguntamos se isso realmente
funciona na “vida real”, isto é, se modelarmos exatamente como feito no livro, os resultados

obitidos serdao os mesmos?

E com base nessa situacio, que se pretende propor um modelo, baseado em equacdes
diferenciais lineares de 1* ordem, que nos auxilie na avaliagao da variagiao da concentracio de uma
dada substancia em solu¢ao (soluto), através de um processo continuo de diluigao relacionando
vazbes de entrada e saida em fun¢do do tempo, como elemento motivador para o ensino de

equagoes diferenciais para alunos de quimica.

Ressaltamos ainda que, segundo as Diretrizes Curriculares Nacionais para os Cursos de
Quimica, no item Competéncias e Habilidades relacionadas a formagao pessoal, um egresso deve
possuir habilidades suficientes em Matematica para coompreender conceitos de Quimica e
desenvolver modelos quantitativos de previsao. Tais habilidades envolvem ainda articulagdes
entre diversos saberes de forma interdisciplinar, possibilitando uma visio mais holistica do

mundo na qual as dreas de conhecimento estao interrelacionadas e se complementam.

O Modelo Matematico Utilizado

Apresentaremos agora o modelo matematico utilizado e, posteriormente, as etapas
propostas para a aplicagao deste modelo no ensino de quimica. Inicialmente é preciso enfatizar
que entendemos que o elemento motivador principal esta no fato do aluno sair de sala de aula e
ser levado ao laboratério para realizar o experimento. Segundo Guimaraes (2009), as criticas
feitas ao ensino tradicional estao ligadas a postura passiva do aluno, tratado como ouvinte pelo
professor que apenas expde informagdes descontextualizadas. Um dos caminhos possiveis para
mudar esse quadro ¢é privilegiar, além da conceituacao tedrica, a experimentacdo, parte
fundamental da educagdo cientifica: “No ensino de ciéncias, a experimentagdo pode ser uma
estratégia eficiente para a criacdio de problemas reais que permitam a contextualizacio e o

estimulo de questionamentos de investiga¢ao” (p. 198).

Nossa proposta se enquadra assim em levar o aluno de graduagao a criar uma postura ativa

e critica para resolver situacOes-problema, como apresentado abaixo.
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Segundo Boyce e DiPrima (2010), as equagoes diferenciais sao muito interessantes para os
nao matematicos devido a possibilidade de serem usadas para investigar uma gama de problemas
reais. Afirmam ainda que essas equagOes permitem, muitas vezes, que se facam previsoes sobre o
comportamento do processo em circunstancias diversas, inclusive quando o processo for muito
longo ou caro, mas ¢ fundamental que o modelo seja validado, comparando-se suas previsdes
com os resultados experimentais. Desta forma, pode-se resumir todo o processo de modelagem

matematica em trés importantes etapas: a construcdo, a analise e a validagao do modelo.

A constru¢ao do modelo tem como objetivo expressar por meio de uma linguagem
matematica os principios que governam o processo. Neste momento ¢ importante identificar
claramente as variaveis, escolher as unidades de medida de forma correta e utilizar, se possivel,
alguns resultados tedricos ja conhecidos. Para ilustrar didaticamente esta etapa, considere o

seguinte exemplos, adaptado de Bronson (2008):

Consideremos um tanque que contém inicialmente 50 litros de salmoura (mistura de sal
com agua) com 0,5 kg de sal. Em t = 0, outra solu¢ao de salmoura, com 0,2 kg de sal por litro,
comeca a entrar no tanque a razdo de 2 L/min, enquanto, simultaneamente, a mistura, bem
agitada e homogenecizada, deixa o tanque na mesma vazio da entrada de agua (Figura 1). O
problema consiste em determinar a quantidade de sal no tanque em funcdo do tempo, apos

iniciado o processo.

Figura 1. Diluicio continua de uma solugio salina. (Adaptado de Boyce e DiPrima (2010), p.27)

== il 2Umin

2 L/min

l

50 L de t=0
salmoura :>

55 . ~ : . ~ . . ~

E importante enfatizar que nossa opgao por trabalhar esse exemplo em nivel superior nio invalida que essa situagdo problema
possa ser apresentada para alunos de outros niveis de ensino com intuito de trabalhar os conceitos envolvidos e discutir possiveis
solugoes.
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dQ
> b e
dt

igual a taxa a qual o sal entra no tanque menos a taxa a qual o sal sai do tanque. Em simbolos,

Seja O a quantidade (em kg) de sal no instante arbitrario # A taxa de variagao de

—— =taxa de entrada — taxa de saida

dt

O sal entra no tanque a taxa de 0,2 kg/I. x2 L./min = 0,4 kg/min. Para determinar a taxa a
qual o sal sai do tanque, devemos primeiro calcular o volume de salmoura no tanque no instante
arbitrario 7, que ¢ o volume inicial 50 L, mais o volume acrescentado 27 I, menos o volume
retirado 27 I.. Assim, o volume de salmoura no instante #¢é 50 L + 27 L. — 2# L. = 50 L. Note que
neste exemplo, as vazoes de entrada e saida sdo iguais, mas este fato nao afeta em nada a

construcao do modelo.

A concentrac¢do de sal no tanque no instante 7 ¢é 5Q—0 kg/L, donde decorre que o sal sai do

tanque a taxa de 2 L/min x 5Q—0 kg/L = 0,04Q kg/min. Assim a equac¢do diferencial que modela

o problema, pode ser escrita da seguinte maneira:

aQ =0,4-0,04Q ou((jj—?+0,04Q =0,4.

dt

O préximo passo consiste em analisar a equagao obtida, isto ¢, verificar se existe alguma lei
de formagao para o modelo que esteja descrita na literatura. Como nosso publico alvo sao alunos
de graduacido, em geral, as equagdes que surgem na etapa anterior sao conhecidas. O que se
procura numa modelagem ¢ estabelecer um ponto de partida com modelos simples, nao
comprometedores e que possam ser modificados conforme os objetivos vao sendo ampliados.

/ . d , o . NP

E o caso da equagio ot +0,04Q =0,4 que ¢ uma equaciodiferencial ordiniria linear de
primeira ordem com funcao incognita (4 e variavel independente # isto ¢, a solu¢do sera uma

fun¢ao O, que depende apenas de # Generalizando, temos:

d
Dada uma equagdo diferencial d—izf(x,y). Se f(x,y) puder ser reescrita como

f(x,y) = —p(x)y +q (X) a equagao diferencial é chamada de linear. As equagdes diferenciais

lineares de primeira ordem podem sempre se expressar como Y'+ p(x)y =q (X), com p(x) e
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g(x) funcdes de x, na sua forma mais reduzida.Um bom método para se resolver equacoes desse
tipo ¢ o método do fator integrante’, que consiste em multiplicar todos os membros da equagio

por um fator integrante I(x), isto é:

1(x)y" () +1(x)p(x)y (x) =1 (x)a(x)
de tal modo que o termo da esquerda da nova equagao seja exatamente da derivada da fungao
| (x)y (X), ou seja:

d 1
LY O] =1()y" () +1(x)p(x)y (x)-

Mas para que isso ocorra, devemos exigir que I' (X) = (X) p(X) . Desse modo, devemos
primeiramente resolver esta ultima equagao diferencial, que por ser separavel e bem simples,

possui uma solugio da forma | (X) = ejp(x)dx.

Assim, :_X[Y(X)ejp(x)dx} =q(x)ej.p(x)dxjy(x)ejp(x)dx ZJ‘Q(X)G“.D(X)dXde

y(x)= e_J p(x)dqu (X)(—:‘I PO gy , que ¢ a solucdo geral de uma equacio diferencial ordinaria

liner linear de 1* ordem.

d
Com isso, a solucio geral da equagio d_? +0,04Q=0,4¢Q (t) = e_o'04t'[0,4eo’04tdt =

Q(t) =10+ce ™ onde ¢ é uma constante arbitraria. Como em # = 0, Q0 = 0,5, obtém-se a

seguintesolugao particular Q(t) =10-9,5 %%, Pode-se, por exemplo, determinar o tempo

necessario para se atingir uma massa de 5 kg de sal no tanque, resolvendo-se a equagdo da

0,04t

seguinte forma: 10-9,5e =5. Desta forma, encontra-se em t = 16 min, ou seja, 16

minutos apos o inicio do processo, havera cerca de 5 kg de sal no tanque.

A terceira e tltima etapa € a valida¢ao do modelo, em outras palavras, precisamos comparar
os resultados tedricos com os experimentais, se possivel. Nem sempre é viavel transformar um

simples exemplo num experimento real, pois o processo pode ser longo e/ou dispendioso.

A abordagem dessa questio presente na maioria dos livros de matematica utiliza

basicamente a diluicio de salmoura, que para efeito de entendimento do modelo matematico ¢

6 . . ~ . .1 . ~ - . .
Fator integrante é uma fungio utilizada para facilitar uma integragio e resolver uma equagio diferencial.
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satisfatorio, no entanto, fica a falsa impressio de que o acompanhamento desta diluicdo em
termos praticos seja simples. Segundo Vogel (1992) e Skoog ¢z al. (20006), a dosagem de solugdes
salinas normalmante ¢ realizada através de técnicas gravimétricas ou titulométricas, que além de
trabalhosas, demandam bastante tempo de execugdao. Como nosso objetivo principal é buscar um
experimento simples que possa motivar o aluno de quimica a entender o comportamento de um
modelo matematico baseado em equagoes diferenciais, essas técnicas gravimétricas ou
titulométricas aumentariam sobremaneira o tempo de pratica, e tiraria o foco da discussiao

desejada.

Uma alternativa a dilui¢ao da salmoura, seria utilizar uma solugao aquosa de uma substancia
que apresente um espectro com um comprimento de onda de maximo de absor¢ao na regido de
400 a 700 nm, como, por exemplo, corantes ou sais inorganicos coloridos. Isto viabilizaria o
acompanhamento da dilui¢do por espectofotometria na regiao do visivel, favorecendo a
execussao do experimento de forma relativamente rapida, uma vez que essas leituras sio
comparativamente muito mais simples que as técnicas gravimétricas e titulométricas citadas
acima. Dessa forma, poderia-se, durante o perfodo de uma aula pratica de aproximadamente 1h,
realizar a diluicdo e as medidas espectrofotométricas necessarias para posterior analise de dados e

comparagao com os resultados esperados pelo modelo teérico.

Etapas da Proposta

Nesta secao descrevemos as etapas para a realizagdio de um experimento de dilui¢ao
continua de uma substancia colorida, que pode ser desenvolvido durante um curso regular de
equagodes diferenciais para alunos de graduagao em quimica ou engenharia quimica. Biembengut e

Hein (2003) destacam que:

Dessa forma, a modelagem matematica no ensino pode ser um caminho para
despertar no aluno o interesse por topicos matemdticos que ele ainda
desconhece, ao mesmo tempo que aprende a arte de modelar,
matematicamente. Isso porque é dada ao aluno a oportunidade de estudar
situagdes-problema por meio de pesquisa, desenvolvendo seu interesse e
agucando seu senso critico. (p. 18).

Como metodologia de trabalho, optamos em trabalhar com uma metodologia prépria, mas
sustentados cientificamente por Biembengut e Hein (2003), Bassanezi (2010) e Boyce e DiPrima
(2010). Os primeiros autores ressaltam que uma atividade de modelagem matematica compreende
trés grandes momentos fundamentais (Interacio, Matematizacio ¢ Modelo Matematico), e que

podem ser subdivididos em seis subetapas: Reconhecimento da situagdo-problema;
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Levantamento do referencial teérico; Formulagio do problema; Resolu¢io do problema em

termos do modelo; Interpretacio da solucdo e Validagio do modelo. Bassanezi (2010) diz que as

técnicas do processo de modelagem se dividem em cinco etapas: Escolha do tema e objetos de

estudo; Levantamento de dados; Ajuste de curvas; Constru¢ao de modelos e Discussio e criticas.

Enquanto que os ultimos autores, como ja mencionado anteriormente, resumem todo 0 processo

de modelagem matematica em trés etapas: Construgdao; Analise e Validagao do modelo.

Desta forma, dividimos nossa proposta em sete etapas:

1* Etapa:

2* Etapa:

3* Etapa:

4* Etapa:

5* Etapa:

Escolha da substancia colorida para o experimento de dilui¢do continua.
Dentre os potenciais sais inorganicos coloridos podemos citar o cloreto de
cobalto hexaidratado (cor de malva), cloreto de niquel (verde), o cromato de
sédio (amarelo), dicromato de potassio (laranja), ferricianeto de potassio
(vermelho), sulfato de cobre (azul) e o permanganato de potassio. Destes
destaca-se o dicromato de potassio por ser frequentemente empregado como
padrao para verificagiao da acuracia de absorbancia na regidao do UV-visivel em
concentragdes menores que 0,9 g/L>*.Outra possibilidade seria a utilizagio de
corantes organicossintéticos hidrossolaveis, taiscomo o Vermelho do Congo,
Cristal Violeta, Safranina O, Laranja de Acridina, Azul de Anilina, Castanho de
Bismarck Y, Azul de metileno, Rubin S’ou naturais como Curcumina, Carmim
da Cochonilha e o Vermelho de Beterraba (Betalainas).*Os corantes organicos,
no entanto, sao geralmente mais caros que os inorganicos, porém pode ser
uma boa alternativa para a realizacao de aulas praticas, devido a menor toxidez
de alguns destes, o que permite que possam ser, frequentemente, usados na
industria alimenticia;

Realizacio da espectrofotometria na regido do visivel de uma substancia

colorida escolhida, que para a nossa proposta sugerimos dicromato de potassio;

Obtencao de uma curva de calibragiao dentro da regidao de linearidade esperada
pela Lei de Lambert-Beer e em concentracbes menores ou iguais as

concentragoes empregadas no experimento de dilui¢do continua;

Realizacao do experimento de dilui¢do continua, conforme proposto por
Bronson (2008) e que possa ser modelado por uma equacio diferencial

ordinaria linear de 1* ordem;

Interpretagao dos resultados obtidos apds a realizacao do experimento de

diluicdo continua e da construcao do modelo;
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6* Etapa: Aplicacdo de testes estatisticos, como, por exemplo, o Teste t de Student, para

verificar se existem diferencas significativas entre os resultados tedricos e

experimentais.

7* Etapa: Validagdo ou verificagdo de ajustes do modelo matematico proposto.

Conclusoées

E importante citar que além da proposta de se estudar a modelagem matematica utilizando
um experimento de dilui¢ao continua como motivador para o processo ensino-aprendizagem, os
alunos durante o procedimento estariam consolidando o conhecimento de estatistica em fungao
da elaboracdo de graficos e tabelas, do calculo de medidas de posi¢ao e dispersao e da aplicagao

de testes de hipdtesespertinentes ao experimento.

A integracdo da pratica de dilui¢do continua com o tema de equagdes diferenciais devera se
constituir num importante instrumento motivador no processo de ensino-aprendizagem nao s
sobre o tema equag¢oes diferenciais, mas também de todos os outros conceitos necessarios para a
realizagdo da aula pratica, comoestatistica e espectrofotometria, através de um experimento

simples e de baixo custo.
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